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第二节 复 变 函 数

 1. 复变函数的定义

 2. 映射的概念

 3. 反函数或逆映射

一、复变函数的概念
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1. 复变函数的定义 —与实变函数定义相类似

定义

是多值函数值，称多个

是单值函数;值，称一个若

)(    
)(

zfwz
zfwz

→

→
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D z x iy f
s t z D z w u iv w

z w f z

= + ∃

∀ ∈ → = +

=

设 是一个复数 的集合， 法则

则称复变数 是

复变数 的函数（简称复变函数）记作

: ( )D f z 的定义集合，常常是平面区域（定义域）
* { ( ) } :

,

D w w f z z D= = ∈ 函数值集合

若构成区域 则称为值域。
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复变函数与实变函数的关系
3 1w z= −例 复变函数

则若令 ,iyxz += 1)(1 33 −+=−= iyxzw

133 3223 −−−+= iyxyyixx
3 2 2 3( 3 1) (3 )x xy x y y i= − − + − viu +=

3 2

2 3

3 1
3 3

u x xy
v x y y

 = − −⇒ 
= −

13 −=∴ zw

3 1w z= − ↔两个二元实函数。

可以借助于已经熟悉的实二元函数的性质和研
究方法去探索复变函数的性质。

( , )u x y=
( , )v x y=
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o x

y (z)

D

o u

v (w)

D*
w=f(z)

在几何上， w=f(z)可以看作：

的原象。称为，而映象的象点为称 wzzw )(
定义集合 函数值集合

2. 映射的概念 ——复变函数的几何意义

z

w=f(z)

w

( ) *( ) ( ) ( ).w f zz D z w D w=∈ → ∈平面 平面 的映射 变换
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 以下不再区分函数与映射（变换）。

 在复变函数中用两个复平面上点集之间的

对应关系来表达两对变量 u，v 与 x，y

之间的对应关系，以便在研究和理解复变

函数问题时，可借助于几何直观.

•复变函数的几何意义是一个映射（变换）
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3. 反函数或逆映射

∴为多值函数,2支.

定义 设 w =f (z) 的定义集合为D,  函数值集合为D*

Dz∈ *)( Dwzfw ∈ → =

*Dw∈ ←∈ = )()( wzDz ϕ或几个一个

则称z= (w)为w=f(z)的反函数（逆映射）.

z w=

2
2 ( 0,1)

ki
w e k

θ π+

= =

2       w z=例 设 2z w w z= =则称 为 的反函数或逆映射
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二、 复变函数的极限与连续性

1. 函数的极限

定义 0 ( ) ( , ),w f z z U z ρ= ∈设 , 0,A ε∃ ∀ >若 复数

00 ,z z δ< − <当 时 ( )f z A ε− <有 ，

0( )A f z z z→则称 为 当 时的极限，
0

lim ( )
z z

f z A
→

=记作

0 ( )z z f z A→ →或当 时，

, 0 )δ δ ρ∃ < ≤（

定义中 的方式是任意的， 与一元
实变函数相比较要求更高.

0zz →
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u

v (w)

o

A

ε

x

y (z)

o

δ
0z

)(zfw =

几何意义: 
当变点z一旦进入z0 的充分小去心邻域时,它的

象点f(z)就落入A的一个预先给定的ε邻域中

0

lim ( )
z z

f z A
→

= ⇔

( )f z A ε− <有

00, , 0 ,z zε δ δ∀ > ∃ < − <当 时
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条件是

的充要那么复常数

设

AzfivuA
iyxzyxivyxuzf

zz
=+=

+=+=

→
)(lim,

,),,(),()(

0
00

000定理1

00 ),(lim,),(lim
0
0

0
0

vyxvuyxu
yy
xx

yy
xx

==
→
→

→
→

注：可将复变函数求极限问题转化为二个实
变函数的极限问题、

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , )
x x x x
y y y y

u x y i v x y
→ →
→ →

= +
0

0 0lim ( , ) ( , )
z z

u x y iv x y u iv
→

+ = +

2. 运算性质
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定理2

 以上定理用极限定义证!

0 0

lim ( ) lim ( )
z z z z

f z A g z B
→ →

= = ⇒若

[ ]
0

lim ( ) ( )
z z

f z g z
→

±

0

lim ( ) ( )
z z

f z g z
→

0

( )lim
( )z z

f z
g z→

0

(lim ( ) 0)
z z

g z
→

≠

0 0

lim ( ) lim ( )
z z z z

f z g z
→ →

= ±

0 0

lim ( ) lim ( )
z z z z

f z g z
→ →

= ⋅

0

0

lim ( )

lim ( )
z z

z z

f z

g z
→

→

=
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3.函数的连续性
定义

0

0

0 0

0

0 0

lim ( ) ( ) ( ) ;

( ) ; ,
lim ( ) ( ) ( ) .

z z

z z

f z f z f z z

D f z D z z C
f z f z f z C z

→

→

=

∈

=

若 ，则称 在 处连续 若在

区域 内处处连续，则称 在 内连续 若 、

且 ，则称 在曲线 上点 处连续

0 0 0( ) ( , ) ( , ) .f z u x y iv x y z x iy= + = +设 在 处连续

定理3

0 0

0 0

0 0( , ) ( , )

0 0( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )

lim ( , ) ( , )
x y x y

x y x y

u x y u x y

v x y v x y
→

→

=
⇔

=

0 0
0 0 0 0( , ) ( , )

lim ( , )+ ( , ) ( , ) ( , )
x y x y

u x y iv x y u x y iv x y
→

⇔ = +



12

例2    证明f (z)=argz在原点及负实轴上不连续。

故不连续。

在原点没有定义，

         
arg)()1( zzf =

证明

x

y (z)

o

z

z
)0,(xP∀

(2) ( ,0)( 0)P x x <在负实轴上，任取

0
lim arg
y

z π
+→

=

0
lim arg
y

z π
−→

= −

arg z∴ 在负实轴上不连续。
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定理4 连续 函数的和、差、积、商、(分母不为0) 
仍为连续函数;
连续函数的复合函数仍为连续函数。

0 1

0 1

( )
( )( ) 0
( )

( ) .

n
n

m
m

P z a a z a z
P zR z
Q z

Q z b b z b z

⇒

= + + +

=

= + + +





由以上讨论

在整个复平面内是连续的；

有理分式 在复平面内除分母为 点外处处连续,

其中
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